
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-                                  6                                      ۳6۰ 

 تذکرات آزمون:

از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه پژوه گرامی، خواهشمند است قبل ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

 کنید:

  است.دقیقه  ۳۶۰و وقت آن  ی تشریحیمسأله 6این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند. ی سؤالاتتوانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

  انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهانتشار و بازتولید این سوالات توسط 

 

 

 

 حساب در این آزمون مجاز نیست.استفاده از ماشین

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.که به شما داده می بر روی هر برگه پیش نویس 

 ای ننویسید.در زیر خط چین بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنی خود را در دسترس نگه دارید تا مسئول مربوط بتواند معرفی نامه و کارنامه 

 .استفاده از ماشین حساب مهندسی که قابل برنامه ریزی نباشد، مجاز است 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به هنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 تحویل دهید. مسئول حوزه

 .نتایج این آزمون در اواخر خرداد ماه اعلام خواهد شد 

 تهیه شده است. کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 دوممرحله 

 ۱۳۷۷ریاضی سال لمپیاد ی ادوره شانزدهمین



 

۲     
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nاگر          -1

a a a1  تا عدد حقیقی باشند، ثابت کنید:، 2

n n n n n n
aa a a a a a a a a a a a a aa4 4 4 4 4 4 4 4
1 2 2 3 1 1 2 1 3 2 1 1 

 

[ ABC 1محیطی مثلث  همذکور ]با دایر هبا دایر AIتقاطع  هنقط Dمحاطی آن و  همرکز دایر Iگیریم. را در نظر می ABCمثلث  -2

IEند. اگر ـباش CDو  BDبر  Iبه ترتیب پای عمودهای وارد از  Fو  Eاست. فرض کنید  IF AD
1
2

 را  BAC یهـ، زاوی

 پیدا کنید.
 

nتایی  nیک عدد طبیعی باشد.  nفرض کنید      -3
a a a( , ,..., )1 نامیم، اگر داشته باشیم می« خوب»از اعداد طبیعی را  2

n
a a a n1 2 iو نیز حاصل جمع هیچ تعدادی از  2

a ها برابرn  نشود. تمامn  را پیدا کنید.« خوب»تاییهای 

)تایی  3)به عنوان مثال  , , )11 )تایی  5است ولی « خوب» 4 , , , , )1 2 1 2  5های اول، دوم، چهارم برابر نیست، زیرا حاصل جمع مؤلفه« خوب» 4

 است.(
 

dعلیه متمایز داشته باشد و حداقل چهار مقسوم nفرض کنید که عدد طبیعی      -4 d d d1 2 3 علیه چهار کوچکترین مقسوم 40

nرا پیدا کنید که nاعداد طبیعی  هآن باشند. کلی d d d d2 2 2 2
1 2 3 4. 

 

BCکه در آن  ABCمثلث         -5 CA AB یمفروض است. نقطه D  را روی ضلعBCی ، و نقطهE  را روی امتداد ضلعAB 

BDگیریم که( طوری در نظر میA)نزدیک  BE ACمحیطی مثلث  ی. دایرهBED  ضلعAC یرا در نقطه P کندقطع می 

AQکند. ثابت کنیدقطع می Q یرا در نقطه ABCمحیطی مثلث  ینیز دایره BPو  CQ BP. 

 

nاگر  -6
A a a a( , ,..., )1 nو  2

B b b b( , , ..., )1 گیریم هایی می iرا برابر تعداد  Bو  A یفاصلهتایی از صفر و یک باشند،  nدو  2

که 
i i

i n a b( ),1. 

Aعنوان مثال اگر )به ( , , )0 Bو  11 ( , , تایی از صفر و یک  nسه  Cو  A ،Bاست.( حال فرض کنید که  2برابر  Bو  A ی، فاصله110(

 است. dدو به دوی آنها  یطوری که فاصلهباشند، به

 زوج است. dنشان دهید که  الف(

برابر  Cو  A ،Bاش با ، وجود دارد که فاصلهDتایی از صفر و یک، مثل  nثابت کنید که یک  ب(
d

2
 است. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
گذاشته شود،  جای لغت مذکور عبارت داخل کروشهه بوده است که صحیح نیست. اگر بهداده شد "مذکور"در اصل صورت مسئله با لغت  1

 شود. )مؤلفین(صورت مسأله درست می
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 پاسخ نامه تشریحی

 

nابتدا حکم را به ازای          -1 x سه عدد طبیعی باشند و zو  x ،yکنیم. فرض کنید ثابت می 3 y zقرار دهید . 

S xy yz zx

T yx xy xz

4 4 4

4 4 4
 

 در این صورت،

S T x z y y x z xz x z

x z y y z x z x xz x xz z

x z y yz yz x yzx yx x z x z xz

x z y y x z x y x z x y xz x y

x z x y y x xy y z x z xz

x z x y yx

( ) ( ) ( )

( )( ( )( ) ( ))

( )( )

( )( ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ( ) )

( )( )(

4 4 4 3 3

4 2 2 2 2

4 3 2 2 3 3 2 2 3

3 3 3 2 2

2 2 3 2 2

xy y z x z xz

x z x y z y z zy y x z y x z y

x z x y z y z zy y x xz yz

x z x y z y x y x z y z

)

( )( )(( )( ) ( ) ( ))

( )( )( )( )

( )( )( )(( ) ( ) ( ) )

2 2 3 3 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 21
0

2

 

nبرقرار باشد و اعداد  nحال فرض کنید که حکم به ازای عدد طبیعی  n
a a a a1 2  دهیم مفروض باشند. قرار می 1

n n n n

n n n n n

S aa a a a a

S aa a a a a a a

4 4 4
1 2 1 1

4 4 4 4
1 1 2 1 1 1 1

 

n
T  وn

T  شوند. روشن است کهرتیب تعریف مینیز به همین ت 1

n n n n n n

n n n n n n

S S a a a a a a

T T a a aa aa

4 4 4
1 1 1 1 1

4 4 4
1 1 1 1 1 1

 

 پس

n n n n

n n n n n n n

S T S T

aa a a a a a a a a aa( )
1 1
4 4 4 4 4 4

1 2 1 1 1 1 1 1 1

 

nبنابر فرض استقرا  n
S T n و همچنین، بنابر حالت 0 n)که در بالا ثابت کردیم( و توجه به این نکته که  3 n

S T  ه، جمل0

 شود.دوم نیز نامنفی است و بنابراین، حکم به استقرا ثابت می

fتر در مورد توابع محدب است. تابع ای کلییادداشت. این مسأله در واقع حالت خاصی از قضیه نامیم هر گاه، به را محدب می :

xازای هر  y,  0و هر 1. 

f x y f x f y( ( ) ) ( ) ( ) ( )1 1 

nتابعی محدب باشد و  fتوان ثابت کرد که اگر اکنون با استدلالی مشابه استدلال گفته شده می
x x x1 اعدادی حقیقی باشند،  2

 آنگاه 

n

n

x f x x f x x f x

x f x x f x x f x

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2 2 3 1

2 1 3 2 1
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است.  ABCبا دایره محیطی  AIبرخورد  هنقط Dمحاطی آن و  همرکز دایر Iگیریم. را در نظر می ABCصورت صحیح مسأله: مثلث        -2

IEباشند. اگر  CDو  BDبر  Iای وارد از ـودهـمـای عـیب پـبه ترت Fو  Eفرض کنید  IF AD
1
2

 را پیدا  BAC هـ، زاوی

 کنید.
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 باشد، ABCمحیطی  هشعاع دایر R. بنابراین، اگر DI = DB = DCمقدماتی،  های از هندسراه حل. بنابر قضیه
IE ID BDI ID C

A
BD C R C

.sin .sin

.sin sin sin2
2

 

 به همین ترتیب، 

A
IF R Bsin sin2

2
 

 و

A
AD R ACD R Csin sin( )2 2

2
 

 بنابر فرض مسأله،

A A A
R B R C R Csin sin sin sin sin( )2 2

2 2 2
 

 و بنابراین، 

A A
B C Csin (sin sin ) sin( )

1
2 2 2

 

 دهیمقرار می
A

X C
2

 آوریمبالا به دست می هدر معادل X. با جایگذاری 

A A A
X X Xsin (sin( ) sin( )) sin

1
2 2 2 2

 

 یا

A A
X xsin sin cos sin

1
2

2 2 2
 

Xو چون   شود، نتیجه می0

A 

C 

D 

F E 

I 

B 



 
 

5 
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A A
sin cos

1
2

2 2 2
 

Asinیا 
1
2

A نتیجه،رو د  30. 

 

 زیر را در نظر بگیرید: هدنبال          -3

n
a a a a a a a a a, , ,..., ...1 1 2 1 2 3 1 2 

i، همنهشت نیستند. در واقع، اگر n هاین دنباله به پیمان هکنیم که هیچ دو جملادعا می j و 

i j
a a a a a a n(mod )1 2 1 2 

iآنگاه،  j
n a a|  ههای به پیمانکامل مانده هعضو یک رد nعضو دارد، پس این  nبالا  هکه خلاف فرض مسأله است. چون دنبال  1

n هدهند. به دلیل مشابه دنبالرا تشکیل می 

n
a a a a a a a a a, , ,..., ...2 1 2 1 2 3 1 2 

 n هاست. اما چون جملات دوم به بعد این دو دنباله یکی هستند، پس جملات اول باید به پیمان n ههای به پیمانکامل مانده هنیز یک رد

 همنهشت باشند. یعنی،
n

a a1 a با توجه به تقارن موجود در مسأله. 2 a..., ,2  اند. فرض کنید، همنشهتn ههمگی به پیمان naو  1

n
a a a k n(mod )1 2 2 

i در این صورت، به ازای هر
a k i n, , ,...,1  . بنابراین،2

n
kn a a a n1 2 2 

kپس،  k یا 1 k. اگر  2 iداشته باشیم  i، باید برای هر  2
a )و بنابراین به جواب  2 , ,..., )2 2 رسیم که به سادگی می 2

kیک جواب است. اگر  nتوان دید که به ازای مقادیر فرد می n، باید  1 iتا از  1
a و یکی از آنها برابر  1ها برابرn باشد و به  1

 آید:جواب به دست می n، به تعداد nتوان بررسی کرد که برای هر عدد طبیعی مانند سادگی می
n

n

n

( , , ,..., )

( , , ,..., )

( , , ,..., )

111 1

1 11 1

111 1

 

 

dعددی زوج است. در غیر این صورت،  nکنیم که ادعا می        -4 d d d, , ,2 2 2 2
4 3 2 dاعدادی فرد خواهند بود و  1 d2 2

1 عددی زوج است  4

d1تناقض دارد. بنابراین،  nکه با فرد بودن  d2 و 1 2. 

dاست یا عددی اول. در واقع، اگر  4یا  d3کنیم که اکنون، ادعا می m( )3 2 2 m2، آنگاه 1 خواهد بود. پس، یا  nعلیه مقسوم 1

m2 1 d3دهد که که نتیجه می 1 d3شود نتیجه می d3و با توجه به تعریف  2 که در این صورت، با توجه به  0یا  4

 باید عددی اول باشد. d3است،  2بعد از  nعلیه کوچکترین مقسوم d3این که 

d3حالت اول. فرض کنید،   ، در این صورت، 4

n d241 4 16 



 

6     
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dپس، چون  n|4  وd d| 2
4 d شودنتیجه می 4 |4 d4. بنابراین، 21 d4 یا 7 توان بررسی کرد که جوابهای . به آسانی می21

n nو   70  به دست آمده، قابل قبول نیستند. 442
 

dحالت دوم. فرض کنید،  p3  وp  عددی اول باشد. در این حالت، تساویn p d2 2
زوج باشد. پس،  d4کند که ایجاب می 45

d4 d یا 4 p4 d4. اگر 2 d3آنگاه  4 nو  3 d آید که قابل قبول نیست. پس،به دست می 30 p4  . بنابراین،2

n p p p( )2 2 21 4 4 5 1 
pو چون  n| .،پس p | p. بنابراین، 5 nو جواب  5 کند و تنها جواب مسئله اصلی نیز صدق می هآید که در معادلبه دست می 130

 است.

 

 ،نتیجهچهار ضلعی محاطی است و در ABCQبنابر فرض مسأله، چهار ضلعی           -5
 

QAC QBC ( )1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 همچنین از

AQC ABC 180 
 شودنتیجه می

ABC CQN 

QC ( است کهQ)نزدیک به  AQای روی نقطه Nدر اینجا،  QN دو مثلث .EBD  وCQN الساقین هستند که دو مثلث متساوی

 رأس آنها نیز مساوی است؛ یعنی، داریم: هزاوی
CNQ DEB ( )2 

 محاطی است، EBDPحال، چون چهار ضلعی 
BPD DEB CNQ ( )2 

 کنیم:( را با هم جمع می3( و )1)های رابطه

QAC CNQ QBC DPB

NCA PDB

NCA PDB

DEB

( )

180 180

4
 

Q 

N 

C D 

P 

B 

A 

E 
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AC( و تساوی 4( و )1های )حال، از رابطه BDشود که دو مثلث ، نتیجه میBDP  وACN ،برابرند. پس 
BP AN aQ QN ( )5 

QNو چون  QCشود ، نتیجه میBP AQ QC .که همان حکم مسئله است 

 

الف( فرض کنید           -6
n

B b b A a a( ,..., ), ( ,..., )1 2 C و 1 c c( ,..., )1 i ه. توجه کنید که اگر هر سه مؤلف2 i
b a,  وic  را تغییر

 شود. پس، بدون کم شدن ها تغییری ایجاد نمیدوی این دنبالهدوبه هدهیم )یعنی از صفر به یک و از یک به صفر تبدیل کنیم(، در فاصل

A توان فرض کرد کهاز کلیت مسئله، می ( , ,..., )00  . همچنین فرض کنید0

i

i

B i i n b

C i i n c

{ | , }

{ | , }

1 1

1 1
 

Cبه ترتیب برابر  Cو  Bاز  A همسأله، فاصلبنابر فرض  B| |,| Bبرابر  Bو  C هو فاصل | C| X) است  | Y تفاضل متقارن دو ،

 ند(. پس،تعلق دار Yو  Xاعضایی است که درست به یکی از  ههم همجموعه، مجموع

B C B C d| | | | | | 
 فرض کنید

x B C y C B z B C| |, | |, | | 

 در این صورت،
x y x z y z d (*) 

dپس،  x y z( )3  زوج است. dنتیجه زوج است. در d3و بنابراین،  2

 شود کهاز دستگاه )*(، نتیجه می ب(

d
x y z

2
 

Dحال اگر قرار دهیم  B C آنگاه ، 

d
D B x

d
D C y

d
D z

| |

| |

| |

2

2

2

 

 هپس، اگر دنبال

n
D d d( ,..., )1 

iرا چنان بسازیم که 
d i، اگر و فقط اگر  1 Dه، آنگاه، فاصل D  از هر یک ازA ،B  وC  برابر

d

2
 است. 

 

x z y 

B C 


